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ANPの感度分析のウェイトのファジィ集合による一表現法

齋 藤 達 彦＊・大 西 真 一＊

On a Fuzzy Weight Representation for ANP from Sensitivity Analysis

Tatsuhiko SAITO＊ and Shin−ichi OHNISHI＊

要 旨

ANP（Analytic Network Pocess）は意思決定手法の一つで，ネットワーク構造や要素間

に従属関係をもつ問題を解決するために用いられる．ANPにおける超行列の要素として一

対比較行列の固有ベクトルが使われることがある．その一対比較行列の整合性が良くない

ためにデータの信頼性が不足する状況がしばしば発生し，最終的な結果の信頼性が損なわ

れている場合が見受けられる．このような問題への対処の一つとして超行列の要素をファ

ジィ集合を用いて表現する手法を提案する．

１．まえがき

意思決定の代表的な手法の一つとしてT. L. Saatyによって提案されたAHP（Analytic Hierar-

chy Process，階層分析法）［１］がある．またそれにネットワーク構造を加え拡張したものに

ANP（Analytic Network Process）［２］がある．AHPでは一対比較行列の固有ベクトルを用いて

最終的なウェイトを求めることによって意思決定者（DM）の代替案の順位や相対的な重要度

の比率を知ることができる．一方ANPはネットワーク構造や要素間に従属関係をもつ問題を解

決するために用いられる．また，ANPで扱われる超行列の要素として一対比較行列の固有ベク

トルを用いることがある．そのうちの一つ以上の一対比較行列の整合性が悪い場合が存在し，

そのとき最終結果の信頼性が損なわれる場合が起こりうる．このような問題への対処の一つと

して超行列の要素をファジィ集合を用いて表現する一手法を提案する．ファジィ集合［３］と

は１９６５年にL. A. Zadehによって提唱された，集合に帰属する度合を表すメンバシップ関数によ

り，あいまいな対象を定量化して扱う概念である．本研究では大西らが提案した感度分析
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［４］の結果を使用したウェイト表現の拡張［５］を用いて，ANPの超行列の要素に十分な整

合性が無い一対比較行列の固有ベクトルを用いた場合の評価について考えていく．

２．ANPと超行列

２．１ AHP

AHPでは問題を階層構造にあてはめ，同レベルにおいて意思決定者の２つの要素間の一対比

較から一対比較行列を作成し，その行列の固有ベクトルを要素の相対的なウェイトとして求め

る．そして異なるレベルのウェイトを統合することにより最終的な代替案の総合ウェイトを求

めることが可能となる．AHPの階層構造は総合目的１つ，評価基準２つ，代替案３つの場合に

は図２．１のようになる．総合目的とはその問題における目的である，例えば個人的に使用す

るパソコンを買うとするときに【どのパソコンを選ぶか】というようなものである．代替案と

は具体的な事物である．先ほどの例でいえば【デスクトップのレノボのパソコン】や【富士通

のノートパソコン】である．評価基準とは代替案を選ぶ上で評価する基準である，例えば【価

格の安さ】や【性能の良さ】が挙げられる．ここである一つの要素から次のレベルの要素群に

対して一対比較行列を作成し，和を１で正規化した固有ベクトルを求めることによってその一

つの要素からの次の要素群への相対的な評価を得ることができる．一対比較行列を作成する際

にはDMにどちらが何倍重要かや表２．１のSaatyの重要性の定義を用いて尋ねる．その場合に

重要性の尺度 定義

１ 同じくらい重要

３ やや重要

５ かなり重要

７ 非常に重要

９ きわめて重要

図２．１ AHPの階層図

表２．１ Saatyの重要性の尺度の定義
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例えば要素数が���とする一対比較行列�は以下のような形となる．一対比較行列は対角成

分は１（�����，���，�，�），対称成分が逆数（���������，�����，�，�）となる性質を

持つ逆数行列である．

��

�

�����

�����

���

�

�����

���

���

�

� � （１）

総合目的から�個の評価基準に対しての一対比較行列の固有ベクトルを������とし，�番目

の評価基準から�個の代替案への固有ベクトルを���	��� �とする．ここで最終的な代替案�の

総合ウェイトを
�とすると以下の式から求めることができる．


���
���

�

	������������ � （２）

また，一対比較行列を作成した際に�次の行列が推移性を満たしているか矛盾が発生してい

ないかを確かめるために以下の式から整合度（����）を求めることによって整合性を確認す

る．

�����
���
���

（３）

ここでλは最大固有値である．����が０．１未満であれば整合性が十分あると慣例でされてい

る．一般に行列のサイズが大きくなると回答者が一貫性を保ちにくくなる等の理由により����

が悪くなる傾向がある．

２．２ ANP

ANPでは超行列を作成する際にその要素としてウェイトを用いるが，本研究ではウェイトと

してAHPと同じく固有ベクトルを採用する．ANPの階層構造は総合目的１つ，評価基準２つ，

代替案３つの場合には図２．２のようになる，ただしこの図での問題は評価基準と代替案の関

図２．２ ANPの階層図

１５５ANPの感度分析のウェイトのファジィ集合による一表現法
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係がネットワーク構造となっている場合である．AHPとANPの違いは下からの評価が含まれて

いるか否かであり，例えば代替案がパソコンであったときに代替案のパソコンがどの評価基準

を重視しているかを考慮することができるということである．ANPで扱う超行列�はそれぞれ

の評価行列を同等の対象としてまとめたものであり，例えば�を目的，�を評価基準，�を代

替案とし，���を�から�への評価行列 ���������� �� �とすると以下のように表される．
��

���

���

���

���

���

���

���

���

���

� � （４）

また，実際に評価が無い場合には要素の全てが０の�行列となる．例えば図２．２のような

階層図の場合には超行列�は以下のような形となる

��

�

���

�

�

�

���

�

���

�

� � （５）

ここで代替案からみた評価基準の評価行列���は以下の通りとなる．

�� �� ��

����
	��

	��

	��

	��

	��

	��
� ���

��
（６）

	
�は代替案�
から評価基準��へのウェイトであり，本研究では先ほども述べたように一対

比較行列の固有ベクトルである．この超行列を既約行列に変換し，固有ベクトル法によりANP

の評価基準及び代替案の最終的総合ウェイトを求める．

３．一対比較行列の感度分析

意思決定者の回答パターンが結果にどのように影響を与えているかを調べる方法に感度分析

がある．本研究ではデータの構造を変えずに，比較的簡便に使用できるAHPの感度分析を利用

する．それは一対比較行列に摂動を与えたときの整合度やウェイトの変動に，行列の各成分が

どのように影響を与えているのかを探索する手法である．一対比較行列��
�� �
��������� �

に摂動�����
��
�� �を与えた行列を� �����	���とする．

そして� ���の最大固有値を����，また� ���の最大固有値に対応した固有ベクトルを� ���

とするとそれぞれは以下のように表すことができる．

齋 藤 達 彦・大 西 真 一１５６
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����������������� （７）

� ���������������� （８）

ここで整合度が固有値に依存していることから，整合度の変動�������は次のように表せ

る．

�������������������������� （９）

そして摂動を与えた後の整合度の変動部分�������とウェイトの変動�������
���� �は適当な係

数���, ����を求めることによって次のように表現できる．

���������
�

	

�
�

	

���
�� （１０）

��
�����

�

	

�
�

	

����
�� （１１）

これら２式より変動部分は
��の一次結合で表されていることが分かり，
��の係数���と����か

ら，それぞれ整合度とウェイトに対する一対比較行列の成分の影響の大きさを評価することが

できる．

４．ANPのファジィウェイト表現

DMの回答にあいまいさが含まれていることなどにより一対比較行列の信頼性が損なわれる

ことがしばしばある，それは整合度が良くないことに現れる．それゆえ一対比較行列の整合性

が良くない時に結果をあいまいさ含んだ形で表現することが望ましい．感度分析結果の係数の

積�������は一対比較行列の要素���がウェイト��に与える影響の大きさと見ることができ，符号

が影響の方向を表していると考えられる．ここで���が常に正であるので�������の正負は����の符

号のみに注意を払えば良い．更に����が大きくなれば曖昧さが増すことから������������ �が広が

りの大きさと考えられる．

以上のことを踏まえ一対比較行列の整合度が良くない場合のウェイト���は，次のL−Rファ

ジィ数で表現することが可能である［５］．

������������� �� （１２）

��������
�

	

�
�

	

�������� ���� ����� � （１３）

１５７ANPの感度分析のウェイトのファジィ集合による一表現法
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�������� ���� ����� � （１４）

����� ��
����� �

����� �
� ，����� ��

����� �

����� �
�

L−Rファジィ数とはDuboisとPradeによって導入された概念［６］で，中心を	，左右の広

がりを�，������� �を用いて以下のメンバシップ関数で表されるものである．

�
 ����
� 	��� �	�� �

 ��	� �	�� �

�		� �

��	� �
� （１５）

ここで��
�は型関数で特定の条件を満たす．�
�も全く同様に定義されている．

本研究ではこのファジィ数の型関数を三角型のメンバシップ関数とし，その型関数として以

下のような�を採用する．

�
 �����	
��������� �	�� � （１６）

��

��


��

�	��� �

����� �
�

ここで
は定数である．

そしてこれにより表現された超行列�������� �に対して以下の条件を用いてα－レベルカット

集合を作り�������� �� ���������� �� �を得る．
���������� ������ 	�	�	�� � （１７）

��の下端及び上端をとることにより，２つの超行列��� ����� �及び��� ����� �が得られる．

これら２つの超行列を既約行列にした行列のそれぞれの固有ベクトルをα－レベルカット集

合の区間とし，�を ���� �の範囲で動かすと総合ウェイトの要素もまたファジィ数で表現するこ

とが可能となる．

図５．１ 階層図

齋 藤 達 彦・大 西 真 一１５８
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５．数値実験例

本研究ではよさこいソーラン祭り［７］で行われているパレードの採点に対してANPを用い

た数値実験を試みた．ここでは評価基準を「振り」と「曲・衣装」の２つにし，代替案を仮想

のチーム３つとする．階層図を図５．１に示す．評価基準の「振り」とは（１）動きがしっか

りしているか（２）全体がそろっているか，「曲・衣装」は（１）曲のメリハリ（２）衣装替

えが効果があるか（３）曲に合っているか，をそれぞれ注目するものである．

ここで表５．１は振りからのチーム代替案への一対比較行列とウェイト及び整合度である．

ここで����が０．１４７となっていて０．１を超えておりデータの信頼性が高くないことがわかる．そ

こで振りから各チームへの評価の部分をファジィウェイトを用いた表現を行う．

一対比較行列に対しての感度分析結果を表５．２及び表５．３に示す．これらの結果と式

（１２）～（１４）の定義から超行列�を次のファジィ数超行列��として表現できる．

振り Ⅰ Ⅱ Ⅲ ウェイト

Ⅰ １ ５ ６ ０．６９５

Ⅱ １／５ １ ６ ０．２３８

Ⅲ １／６ １／６ １ ０．０６８

���� Ⅰ Ⅱ Ⅲ

Ⅰ ０．０００ ０．５７０ ０．１９５

Ⅱ ０．１９５ ０．０００ ０．５７０

Ⅲ ０．５７０ ０．１９５ ０．０００

Ⅰ Ⅰ Ⅱ Ⅲ

Ⅰ ０．０００ ０．１０６ ０．０３６

Ⅱ ‐０．０１９ ０．０００ ‐０．０５６

Ⅲ ‐０．０５０ ‐０．０１７ ０．０００

Ⅱ Ⅰ Ⅱ Ⅲ

Ⅰ ０．０００ ‐０．０９１ ‐０．０３１

Ⅱ ０．０２５ ０．０００ ０．０７２

Ⅲ ０．０１９ ０．００６ ０．０００

Ⅲ Ⅰ Ⅱ Ⅲ

Ⅰ ０．０００ ‐０．０１６ ‐０．００５

Ⅱ ‐０．００５ ０．０００ ‐０．０１６

Ⅲ ０．０３１ ０．０１１ ０．０００

表５．１ 振りから代替案への一対比較行列

����＝０．１４７

表５．２ 整合度に対する感度分析結果

表５．３ ウェイトに対する感度分析結果

１５９ANPの感度分析のウェイトのファジィ集合による一表現法
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振り 曲・衣装 � � �
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�

�

�����

��
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�

�

�����

�����

�

�

�

�
��������

�
��������

振り
曲・衣装
�
�
�

（１８）

式（１６）の三角型メンバシップ関数にあてはめて，α－レベルカットを行うことで区間を得

ることができ，その区間の最大値と最小値用いることで二つの行列��，��を作成する．本実

α 振り 曲・衣装 Ⅰ Ⅱ Ⅲ

０．００．５４０３ ０．４５９７ ０．６１５００．２４８４０．１３６５

０．１０．５４０３ ０．４５９７ ０．６１４９０．２４８５０．１３６６

０．２０．５４０２ ０．４５９８ ０．６１４７０．２４８６０．１３６６

０．３０．５４０２ ０．４５９８ ０．６１４６０．２４８７０．１３６７

０．４０．５４０１ ０．４５９９ ０．６１４４０．２４８９０．１３６７

０．５０．５４０１ ０．４５９９ ０．６１４３０．２４９００．１３６８

０．６０．５４００ ０．４６００ ０．６１４１０．２４９１０．１３６８

０．７０．５４００ ０．４６００ ０．６１４００．２４９２０．１３６９

０．８０．５３９９ ０．４６０１ ０．６１３８０．２４９３０．１３６９

０．９０．５３９９ ０．４６０１ ０．６１３６０．２４９４０．１３７０

１．００．５３９８ ０．４６０２ ０．６１３５０．２４９５０．１３７１

α 振り 曲・衣装 Ⅰ Ⅱ Ⅲ

０．００．５３９３ ０．４６０７ ０．６１２００．２５０４０．１３７６

０．１０．５３９４ ０．４６０６ ０．６１２１０．２５０３０．１３７５

０．２０．５３９４ ０．４６０６ ０．６１２３０．２５０２０．１３７５

０．３０．５３９５ ０．４６０５ ０．６１２４０．２５０２０．１３７４

０．４０．５３９５ ０．４６０５ ０．６１２６０．２５０１０．１３７４

０．５０．５３９６ ０．４６０４ ０．６１２７０．２５０００．１３７３

０．６０．５３９６ ０．４６０４ ０．６１２９０．２４９９０．１３７３

０．７０．５３９７ ０．４６０３ ０．６１３００．２４９８０．１３７２

０．８０．５３９７ ０．４６０３ ０．６１３２０．２４９７０．１３７２

０．９０．５３９８ ０．４６０２ ０．６１３３０．２４９６０．１３７１

１．００．５３９８ ０．４６０２ ０．６１３５０．２４９５０．１３７１

表５．４ 総合ウェイトのα‐レベルカット集合の端点
��の固有ベクトル �

�の固有ベクトル

図５．２ 評価基準のファジィウェイト表現

図５．３ 代替案のファジィウェイト表現

齋 藤 達 彦・大 西 真 一１６０
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験では�＝０．３とした．それぞれの行列の固有ベクトルをファジィウェイトのα－レベルカット

集合の最大値と最小値とみなすことにより最終的な総合ウェイトの区間を得ることができる．

αを［０，１］の範囲で動かすことにより最終的な結果が表５．４のようになり，ファジィ数で

表現することが可能となった．図５．２，図５．３は評価基準及び代替案のメンバシップ関数を

図示したものであり，ここでこの数値実験から最終的な結果は必ずしも三角型のメンバシップ

関数にならないことがわかる．今回は大きい二つの勾配のセットにおいて，内側の方が急で外

側の方がなだらかになった．また，ウェイトの比率が大きくなればなるほど広がりも大きくな

っていた．

６．まとめ

本研究では，ANPの感度分析結果を用いたファジィ集合による一表現法を提案した．また数

値実験でファジィ数がどのように表現されるかを確認した．この表現により結果にどのような

あいまいさが含まれているかを評価することができると考えられる．今後は実データに対する

数値実験を行うことやこれらのファジィウェイト表現の性質，強連結でない場合の影響を調べ

ることを目標に研究を重ねていく予定である．
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