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おわりに

は じ め に

イタリアの統計学界では1950年代にコッ

ラド・ジニを中心とする「イタリア学派」が

形成された。1958年刊行のジニ『平均論』

はその理論的到達点の１つを示している。こ

の著書のなかで，ジニは平均を定義するとき，

基本的にはコーシーの定義を踏襲した。コー

シーは，系列をなす項の最も小さい値と最も

大きい値との間にある数値をもって平均と定

義した。これが採用されたのは，この定義に

たいする軽微な補強によって，ジニの平均

（「解析的平均」と「非解析的平均（位置上の平

均）」）に普遍的に妥当する定義が得られるか

らである。それだけでなく，そのような定義

は平均概念の成立史と整合するからでもある。

平均の源をたどれば，古代ギリシアの数学，

とりわけピュタゴラス学派の理論にいたる，

とジニは考えた。そこでは，大小の順に並べ

た３数 a，b，c（ ＞ ＞ ）が組み合わせら

れて，たとえば，

－
－

＝

という比例式が構成され，その３数の中項 b

がもとめられている。ピュタゴラス学派に

あってはこの中項 bが「平均」として認識

されていたかどうかについて，ジニは否定的

である。しかし，上式を変形すれば， －

＝ － となり，ここから ＝
＋
2

が導出さ

れるので，３数の中項 bは今日のいわゆる

相加平均に該当する。このために，ジニは，

平均にかんする数学的研究の端緒をピュタゴ

ラス学派であると措定し，その『平均論』の

序章ではピュタゴラス学派の業績を考察し，

さらに，その理論的拡充を試みている。

平均概念の起源を検討することの意義は，

この概念が統計学のなかで枢要な位置を占め

ていることを想起すれば，多言を要さない。

そこで，本稿では，ピュタゴラス学派の比例

理論の現代化を試みたジニ『平均論』の序章

にもとづいて，平均概念の淵源を探る。
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１．古典的比例とその拡張

⑴ 古典的比例

「線分の『黄金分割』（sezione aurea del seg-

mento）」― 中末比（media ed estrema
 

ragione）とも言う― はアレクサンドリア

のユークリッド（紀元前４世紀）によって初

めて研究された⑸。今日の表記法によれば，

長さを（ ＋ ）とする線分（ただし， ＜ ）

において，次の等式

＝ ＋ ⑴

が成立するように，その線分が分割されてい

るとき，それを黄金分割と言う。これを明証

的に表現する目的で⑴式を，

＝ ＋ ⑵

と変形する。⑵式を bについて解けば，２

つの実数解として

＝
± 5
2

＝
1± 5
2

を得る。しかし，題意より 0＜ ＜ であり，

これを満たす bは

＝
＋ 5
2

⑶

である。 ＝1のとき，⑶式は次式をあたえ

る。

＝
1＋ 5
2

＝1.618033989…

したがって，長さが2.618033989…(＝1＋

1.618033989…）の線分を1：1.618033989…と

いう比で分割するとき，その線分は黄金分割

されていると言う。

この黄金分割の研究に先んじて比や比例関

係の研究を進めたのがピュタゴラス（前６世

紀）とその理論的継承者の集団（ピュタゴラ

ス学派）である。この学派は前５世紀から前

４世紀にかけて隆盛を極め，さらに前１世紀

には新ピュタゴラス学派が形成されて理論的

伝統が復活したと言われている。万物は数で

あると考えたピュタゴラスとその学派の研究

分野は多岐に渡るが，そのなかでもジニが注

目したのは，比例（proporzione) にかんす

る研究である。

ピュタゴラスは音楽にも造詣が深く ，そ

のため和音（accordi musicali）が研究され，

それが比例の研究に結びついたとジニは指摘

している⑴。そのためであろうか，

北海学園大学経済論集 第57巻第１号(2009年６月)

2)proporzioneは「比例関係」や「比例式」とい

う訳語が適切な場合もある。

3)「音楽こそが，ピュタゴラス学派の研究の『心

髄』（magna pars）であったと言われている」

［Gini(1958：1）］（コロンの後の数字は引用頁，

以下同じ）。ピュタゴラスが音楽を研究対象にし

たことについては，①Szabo, Árpad, Anfange
 

der greichischen Mathematik, Budapest 1969

（中村幸四郎，中村清，村田全訳『ギリシャ数学

の始原』玉川大学出版部，1978年，p.13以下）；

②左近司祥子『謎の哲学者 ピュタゴラス』講談

社，2003年，p.75，p.229を参照。

また，ピュタゴラスについては①Giamblico,

La Vita Pitagorica,Bur Classici Greci e Latini,

Milano 1991（イアンブリコス（佐藤義尚訳）

『ピュタゴラス伝』（叢書アレクサンドリア図書館

），同文社 2000年）；②Centrone, Bruno,

Introduzione ai  Pitagorarici, Laterza 1996

（チェントローネ（佐藤 憲訳）『ピュタゴラス伝

そ の 生 と 哲 学』岩 波 書 店 2000年）；③

Riedweg,Christoph,Pythagoras: Leben, Lehre,

Nachwirkung. Eine Einfuhrung,Munchen 2002

（英語版：Riedweg, Christoph, Pythagoras: His
 

Life, Teaching, and Inference, translated by
 

Steven Rendall,Ithaca and London 2005）を参

照。なお，Gini(1958：1）で引用されている①の

文献は，Giamblico di Calcide,De vita pitagori-

ca liber,Pietroburgo 1884である。
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＋
2

＝
2
＋

⑷

は「音楽的比例（proporzione musicale）」と

呼ばれた⑸。ピュタゴラス学派の一人，ゲラ

サ（パレスチナ）のニコマコス（Nicomaco di
 

Gerasa) （西暦１～２世紀）はこれを「完全

比例（proporzione completa）」と名づけた⑸。

⑷式が恒等式に帰着することは，内項の積

が外項の積に等しいことを想起すれば，明ら

かである。ここでは，２つの項（aと b）に

かんする「完全比例」が，①一方の項 aと

２項の相加平均
＋
2

の比と②同じ２項の調

和平均
2
＋

と他方の項 bの比という２つ

の比の間の関係として定義されることを指摘

するにとどめる。

ゲラサのニコマコスはその著書『算術入

門』 のなかで，大小の順に並んだ３数にか

んする比例を「連続的比例（proporzioni con-

tinue）」 と名づけた。とくに，次の３つの比

例は「古典的比例（proporzione classiche）」

と呼ばれている⑵。

古
典
的
比
例

⎧

｜
｜
⎨
｜

｜
⎩

算術的比例
－
－

＝

幾何学的比例
－
－

＝

調和的比例
－
－

＝

ジニは，その理由を明確にはしていないが，

ピュタゴラスの時代に，第３の比例（調和的

比例（proporzione armonica））には「小反対

的比例（proporzione subcontraria）」という

名称が付けられていたと述べている。その後，

subcontrarioの意味が変わり，メタポント

のイッパソス（Ippaso da Metaponto）（前５

世紀）およびタラントのアルキュタス（Ar-

chita da Taranto）（前５～４世紀）によって

proporzione subcontrariaが proporzione
 

armonicaと言い換えられ，今日にいたって

いる⑵。

さらに，３数についての比例の研究が進ん

だ。上記の「古典的比例」の他に，
－
－

＝

または
－
－

＝ で表現される第４の比

例が追加された。この第４の比例は「反調和

的比例（proporzione antiarmonica）」と命名

された。

すでに指摘したように subcontrarioの意

味が変化した。それに伴って「小反対的比例

（proporzione subcontraria）」は，第４の比例

を指す言葉として用いられるようになった。

こうして，この比例は「反調和的比例」と

「小反対的比例」という２つの名称をもつよ

うになった。このことは，ゲラサのニコマコ

コス，スミュルナのテオン（Teone da Smir-

ne）（西暦１～２世紀），アレキサンドリアの

パッポス（Pappo di Alessandoria）（西暦３世

紀）の著作に見られると言われている。これ

にかんしてジニは次のように述べている。

「小反対的［比例］という表現は漠としてお

り，厳密に表現すれば，『調和的［比例］に

たいする小反対的［比例］』（subcontraria all’

armonica）である」⑶。「反調和的比例」を

示す数式の左辺と右辺のいずれか一方が，

「調和的比例」の数式の逆数になっているか

らである 。

比例関係と平均（木村)

4)以下，人名の欧文表記は，基本的にはジニ『平

均論』の表記にしたがう。

5)Nicomaco di Gerasa,Introductio arithmetica,

edizione a cura di R.Hocke,Lipsia 1866.

6)ここでは今日のいわゆる離散量に対照される連

続量と言うときの「連続」とは異なる意味で用い

られている。なお，ゲラサのニコマコスは４数か

らなる比例（α：β＝δ：γ）のことを「分離的比

例（proporzioni  separate）」と言って い る

［Gini(1958：2）］。 7)算術平均や算術数列と算術との関係，および幾
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「反調和的比例」という用語を採用した一

人であるスミュルナのテオンは，３数の中項

（termine centrale)―「連続的比例の中項（il
 

termine centrale delle proporzione continue）」

― bの計算方法を定式化した （表４（後

掲）参照）。このことについてジニは次のよ

うに述べている（13）。

「ギリシア人たちが『平均（media）』

という言葉を使用することはなく，また

平均という今日的な概念を陽表的には定

式化しなかったことは確言できる。しか

し，それにもかかわらず，彼らの研究は，

その後，平均概念へと導き，３つの古典

的比例と反調和的比例の中項をもとめる

論理過程の嚆矢となった」。

ジニは，「ギリシアにおける比例の概念が

必ずしも現代の平均概念をもたらすものでは

ない」（12）と述べ，ピュタゴラスの「音楽

的比例」もただちに平均と結びつくことには

ならないと考えている。他方で，比例の研究

過程で平均概念が意識されていたことを認め

ている。この文脈で，ジニは，「中庸」

（mezzo）にかんするアリストテレス（前４世

紀）の所説（『ニコマコス倫理学』第２巻第６

章「徳の定義，および中庸の意味」）に言及し，

それをスミュルナのテオンによる連続的比例

の中項の決定に至る古代ギリシアの先行研究

として位置づけた。「中庸」（アリストテレス）

に言及して，古代ギリシアにおいては研究の

重点が平均（media）ではなく比例関係

（proporzione）におかれたことを主張しよう

としたのである（12）。ここでは，ジニより

も幾分詳細にアリストテレスの該当箇所を引

用する。「徳の本来の性質がどのようなもの

なのか」を考察した箇所には次のように書か

れている 。

何平均や幾何数列と幾何（学）との関係が希薄で

あることから，この国では，算術平均を相加平均，

算術数列を等差数列，幾何平均を相乗平均，幾何

数列を等比数列と言い換えるようになって久しい。

このような言い換えが許容されるならば，「反調

和的比例」という名称は維持するとしても，「小

反対的比例」を「片側逆数比例」と言うことが可

能である。それは，「反調和的比例」と「調和的

比例」の比例式を比較すれば，「反調和的比例」の

左辺が「調和的比例」の逆数となっている（右辺

に着目しても同様のことが指摘できる）からであ

る。この言い換えによって，「反調和的比例」の

内容が明確になると期待できる。

8)ΘΕΩΝΟΣ ΣΜΥΡΝΑΙΟΥ, ΠΛΑΤΩΝΙΚΟΥ,

ΤΩΝΚΑΤΑΤΟΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΝΧΡΗΣΙΜΩΝ

ΕΙΣΤΗΝΠΛΑΤΩΝΟΣΑΝΑΓΝΩΣΙΝは1892年

に J. Dupuisによってフランス語に翻訳された。

この訳書（Theon de Smyrne, Philosophe
 

Platonicien, Exposition  des  Connaissances
 

Mathematiques Utiles pour la Lecture de Platon,

traduite pour la premiere fois du grec en
 

français, par J. Dupuis, Paris 1892）は，原典

（ギリシア語）を左頁に，フランス語訳を右頁に

印刷した対訳となっている（以下，引用にあたっ

ては Teone da Smirne（1892）と略記）。本文の

叙述と関連のある箇所のタイトルはΠερι

μεσοτητων（Des medietes）である。なお，Cas-

sel’s Latin Dictionaryでは“medietas”の項には

“a translation of the Greekμεσοτηϛ”とある（p.

365）。

9)アリストテレス（朴一功訳）『ニコマコス倫理

学』（西洋古典叢書 第 期 第22回配本）京都

大学学術出版会，2002年，pp.71ff.ただし，引用

にあたっては漢数字を適宜，算用数字に置き換え

た。なお，ここに言う「算術的比例関係」におけ

る３数（α，β，γ）にかんしては，α＝10，γ＝2

とし，その「中間のもの」をβとするとき，そ

れが「算術的比例関係」にあることは次のように

すれば，明らかになる。βの不足（α－β）と超

過（β－γ）が等しいとき，

α－β＝β－γ （♯)

の関係が成立する。上式を変形すれば，

2β＝α＋γ

となり，α＝10，γ＝2のとき，β＝6となって，

算術的比例の中項に等しい。すなわち，βは「算

術的比例関係」ある３数の「中庸」になる。

なお，スミュルナのテオンは，「算術的中庸

（la mediete arithmetique）」にかんして，その

中項（le moyen terme）が(♯)式から誘導され
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「……連続して分割できるものなら何

であれ，われわれはそれに関してより多

くのもの，より少ないもの，あるいは等

しいものを取ることができるのであり，

しかも事柄そのものに即しても，われわ

れとの関係においても，それら三種類の

分量のどれでも取ることができる。ここ

で等しいものとは，超過と不足の中間を

なすものである。そして，『事柄におけ

る中間』ということで私が意味している

のは，両極端のそれぞれから等しく離れ

ているもののことであり，まさにこれは

だれにとっても同じ一つのものであるが，

それに対して，『われわれとの関係にお

ける中間』とは過剰になるのでもなく，

不足もしない量のことである。しかるに

これは一つではなく，まただれにとって

も同じもの，というわけにはいかないの

である。たとえば，10は多く，２は少

ないとすれば，われわれは事柄に即して

は６を中間のものとして取る。というの

も，６は等しい分量だけ２を超過し，か

つ10に超過されているからである。こ

れはすなわち，『算術的比例関係』によ

る中間のことである。これに対してわれ

われとの関係においてならば，このよう

な仕方で取ってはならない。なぜなら，

ある人にとって10ムナ［約600グラム］

は食べるのに多すぎ，２ムナは少なすぎ

るとしても，体育訓練者は必ずしも６ム

ナを命じるわけではないからである。つ

まりこの量でもおそらく，それを取ろう

とする人にとっては多すぎたり，少なす

ぎたりするであろう。……知識をもつ

専門家はだれでも超過と不足を避け，中

間を求めてそれを選ぶわけだが，ただし

その中間とは『事柄における中間』では

なくて，『われわれとの関係における中

間』なのである。

したがって，あらゆる知識はこのよう

にして中間に目を向け，その基準に作品

を適合させることによって，それを善き

ものに仕上げるとすれば（ここからいつ

も人々はよくできた作品について，どこ

かを取り除いたり何かをつけ加えたりす

ることはできないと論評するのだが，そ

れは超過と不足が作品の善さを壊し，中

庸がそれを保全すると見なしているから

であり，事実，善き技術者というのは，

われわれが言うように，中庸に目を向け

て仕事をするのである），そして徳の方

が，自然もまたそうであるように，あら

ゆる技術よりも厳密ですぐれているとす

れば，もとよりそれは中間をねらうもの

であるだろう。」

そして，アリストテレスは「徳とは，中間

をねらうものである以上，ある種の『中庸

（メソテース）』なのである」と述べている 。

ジニは，アリストテレスが上の引用文にお

いて10と２の中間とした「事柄における中

間」６を「（事柄そのものの）客観的な真正中

庸」（un guisto mezzo obiettivo（della cosa in
 

se））と言い，「われわれとの関係における中

間」を「（われわれとの関係における）主観的

真正中庸」（un guisto mezzo soggettivo（per
 

rapporto a noi））」と言って，「中庸」を２種

類に識別したと述べている。そして，前者の

数値例において「算術的比例関係」 にある

10)アリストテレス，同上訳書，p.73。

11)アリストテレスは「算術的比例関係」だけでな

く「幾何学的比例関係」についても述べている

（同上訳書，p.210）。そこでもこの比例関係は，

「配分における正しさ」をあたえる「中間的なも

の」を規定するという趣旨の叙述を見ることがで

きる。なお，ここに言う「幾何学的比例関係」は，

３数（α，β，γ）にかんしては，

α＞β＞γ＞0のとき

ることを示唆している（Teone da Smirne

（1892：175））。

― ―159比例関係と平均（木村)



とされる６のことを，「算術的比例関係にし

たがう中庸（il mezzo secondo la proporzione
 

aritmetica）」と言っている（12）。

このようにアリストテレスには２種類の

「中庸」があり，そのうちの「主観的真正中

庸」にはジニの「解析的平均」が含まれない。

しかも，「客観的真正中庸」には「解析的平

均」の一部が包含されるにすぎない。「中庸」

には平均が含まれるが，平均よりもその含意

は広い。このために，ジニは平均(より正確には

「解析的平均」）とアリストテレスの「中庸」

を峻別し，平均概念は古代ギリシアでは形成

されていなかったと主張した。ただし，ジニ

は，平均概念の確立時期を明言してはいない。

⑵ 拡張― 小括―

ピュタゴラスとその学派が比例関係にかん

する研究を深めたことによって，「古典的比

例」（「算術的比例」，「幾何的比例」，「調和的比

例」）と「反調和的比例」だけでなく，「連続

的比例」の関係にある３数の関係式は，その

数を増した。ジニは，ゲラサのニコマコスと

アレキサンドリアのパッポスの著述をもとに

して，それを次のようにまとめた（表１)⑶。

この一覧表についてジニは次のように指摘

している（2ff.）。その一部はこれまでに指

摘したことと重なるが，この表１を概観する

ときの参考になると考えて，あえて述べるこ

とにする。

（ⅰ)ニコマコスは「算術的比例」，「幾何

学的比例」，「調和的比例」を「古典的比

例」と総称した。

（ⅱ)当初，「小反対的比例」と言われてい

た比例は，メタポントのイッパソスとタ

ラントのアルキュタスによって「調和的

比例」と改称された。

（ⅲ)「反調和的比例」，「第５比例」，「第６

比例」の命名者は上記２名であると考え

られている。

（ⅳ)「反調和的比例」，「第５比例」，「第６

比例」の普及に預かったのはクニードの

エウドッソス（Eudosso da Cnido）であ

ると言われている。

（ⅴ)「第７比例」から「第10比例」まで

の４つの比例の命名者はテムノニデス

（Temnonide）とエウフラノレス（Eu-

franore）であると考えられている。

（ⅵ)数式上は同一の比例関係であっても，

ニコマココスとパッポスとでは順番が異

なっているものがある（表１の備考参

照）。

（ⅶ)ニコマコスの第７比例とパッポスの

第８比例はそれぞれに固有である。

（ⅷ)ニコマコスとパッポスのいずれに

あっても比例式は10本であるが，両者

に重複しない比例関係があるために，

ピュタゴラス学派が提示した「連続的比

例」の関係式は全部で11本あった。

（ⅸ)スミュルナのテオンが「算術的比

例」，「幾何学的比例」，「調和的比例」の

中項の計算方法を定式化したのは１～２

世紀のことである。

（ⅹ)スミュルナのテオンは中項が平均で

あるとは言っていないが，中項の値の導

出が平均概念へと導いたとするジニの見

解は，スミュルナのテオンの著作におけ

る該当箇所のタイトルΠεριμεσοτητων

ならびにそのフランス語訳で使用された

ラテン語 Des medietesが「平均」とい

α β＝β γ (＊)

で表すことができる。上式を整理すれば，

β＝αγ

β＝ αγ

となり， αγは３数α，β，γにかんする幾何学
的比例の中項βと一致する。すなわち，βは

「幾何学的比例関係」にある３数の「中庸」にな

る。なお，スミュルナのテオンは「幾何学的中庸

（la medietegeometrique）」にかんしてその中項

が(＊)式から誘導されると述べている（Teone
 

da Smirne(1892：175））。
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うよりは，「中庸」を意味するという解

釈によるところが大きい 。

２．ジニの連続的比例

⑴ 連続的比例の拡張

ジニは，表１における「連続的比例」のな

かで最初の４つの比例（「算術的比例」，「幾何

学的比例」，「調和的比例」，「反調和的比例」）の

中項が，それぞれ「２項にかんする同名の平

均の公式（le forme delle medie omonime nel
 

caso di due termini）」であると述べ，前三者

についてその中項の値をもとめたスミュルナ

のテオンの業績を平均計算の起源と考えてい

る（12f.）。ジニは，平均を「解析的平均」

と「非解析的平均」に二分している（64）。

４つの比例関係（表１における１～４番の比例

式）の中項は，ジニの「解析的平均」に該当

するので，厳密には，スミュルナのテオンは

いわゆる「解析的平均」にかんする研究の端

緒に位置すると言うべきであろう。

平均の起源をこのように捉えたジニは，

ピュタゴラス学派における比例の研究に合理

性を見た。中項が両端項に挟まれ，それらの

内部に落ちることを想起すれば，ジニが平均

を定義するにあたって，両端項の外部に落ち

る値をも平均と見なさざるをえないオスカ

ル・キズィーニの見解 を批判し，基本的

12)注８参照。 13)Chisini, Oscar, “Sul concetto di media,”

表１ さまざまな連続的比例

ニコマコス

（１世紀末～２世紀初)

パッポス

（３世紀)番
号 名称

数式 数値例 数式 数値例 備考

１ 算術的比例
－
－

＝ ３ ２ １
－
－

＝ ６ ４ ２

２

古
典
的
比
例

幾何学的比例
－
－

＝ ４ ２ １
－
－

＝ ４ ２ １

３ 調和的比例
－
－

＝ ６ ４ ３
－
－

＝ ６ ３ ２

４
小反対的比例または

反調和的比例
－
－

＝ ６ ５ ３
－
－

＝ ６ ５ ２

５ 第５比例
－
－

＝ ５ ４ ２
－
－

＝ ５ ４ ２

６ 第６比例
－
－

＝ ６ ４ １
－
－

＝ ６ ４ １

７ 第７比例
－
－

＝ ９ ８ ６
－
－

＝ ３ ２ １
ニコマコス

の第10比例

８ 第８比例
－
－

＝ ９ ７ ６
－
－

＝ ６ ４ ３

９ 第９比例
－
－

＝ ７ ６ ４
－
－

＝ ４ ３ ２
ニコマコス

の第８比例

10 第10比例
－
－

＝ ８ ５ ３
－
－

＝ ３ ２ １
ニコマコス

の第９比例

（注記）１．ニコマコスの第７比例はパッポスにはない。
２．パッポスの第８比例はニコマコスにはない。

（出所）Gini,Corrado,Le Medie,Milano 1958,p.3（Tabella I）にもとづく。
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にはコーシーの定義 を踏襲したことは理

解しやすい。

コーシーの平均観はピュタゴラス学派と整

合的であり，コーシーに依拠したジニは，

ピュタゴラス学派における比例研究の現代化

を『平均論』の１つの課題とした。その考察

が同著刊行の目的の１つでもあったと考える

ことができる。そこで，ピュタゴラス学派の

「連続的比例」にかんするジニの拡張を取り

上げる。ジニは３数 a，b，cの連続的比例

にかんする数式を悉皆的に枚挙するにあたっ

て，その数式の左辺と右辺に分けて３数の組

合せを考えた。以下ではジニの考察を跡づけ

る（6f.）。

① 連続的比例式の左辺

比例式左辺の分母と分子になりうる２数の

組合せは次の６とおりである。

－ ， － ， － ， － ， － ， －

したがって，36とおりの分数が可能であ

る。表２のなかの数字は分数の番号（以下，

組合せ番号）を示す。

この表２についてジニは次のように述べて

いる。

（ⅰ)組合せ番号７と10，８と11，12と

15の組合せは同値である。よって，10，

11，15は削除できる（３組の除外）。

（ⅱ)組合せ番号22～36は，それぞれ互い

に７～21と逆数の関係にある。たとえ

ば22番は
－
－

であり，７番は
－
－

である。これらを左辺とするときには，

や が右辺となりうる。すなわち，

－
－

（22番）については，
－
－

＝

と
－
－

＝ の可能性がある。また，

－
－

（７番）については，
－
－

＝ と

－
－

＝ の２組が可能である。この場

合，22番についての
－
－

＝ と７番

についての
－
－

＝ とは同値の関係に

ある。このようなことが23～36番と８

～21番のそれぞれについて妥当するの

で，ジニは組合せのこのような重複を避

ける目的で，22～36番を除外している

（15組の除外）。

（ⅲ)上で述べたことは，１～３番と16～

18番のそれぞれについても妥当するの

で，16～18番が除外される（３組の除

外）。また，９番と21番，13番と19番，

14番と20番についても同様であるから，

９番，13番，14番が除外される（３組

の除外）。

表２ 連続的比例式の左辺

分子

分母
－ － － － － －

－ 1 22 27 31 34 36

－ 2 23 28 32 35

－ 3 24 29 33

－ 16 13 9 4 25 30

－ 17 14 10 5 26

－ 18 15 11 6

（注記)１．上付きの（ ）内ローマ数字（小文字）
は本文の叙述に対応し，それぞれの理由
から除外される。

２．斜体の強調数字で示した組合せ番号だけ
が残る。

（出所)表１に同じ。p.7（Tabella II. Possiblili
 

Forme del Primo Membro）にもとづく。

Periodico di Matematiche,Serie IV,Volume IX,

N.2,1 marzo 1929［Chisini (1929)］.

14)「諸量の平均とは，それらの諸量における小さ

い量と大きい量との間にある新しい量である」

（ただし，引用は Chisini(1929：106）による）。
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（ⅳ)たとえば組合せ番号１番は分母と分

子が同一であるので，右辺と組み合わせ

れば，
－
－

＝ となることもある。こ

の式からは ＝ （∴ － ＝0）となり，

３数のあいだの比例関係を導き出すこと

はできない。このことは１～６番の６と

おりの組合せについて妥当するので，

「連続的比例」の関係を示す数式を導出

することはできない。このために，これ

らの組合せを除外する（６組の除外）。

以上のように，可能な組合せをふるいにか

けて残った組合せ（表２の斜体強調数字）を

ジニは，第１カテゴリーと第２カテゴリーの

２つに分類している。この分類の基準は，３

数 a，b，cが昇順（または降順）に並んでい

るときに，左辺に位置する比の値が正になる

か（第１カテゴリー），負になるか（第２カテ

ゴリー）である。カテゴリー別の組合せは次

のようになる。

第１カテゴリー：

12番
－
－

，7番
－
－

，8番
－
－

第２カテゴリー：

21番
－
－

，19番
－
－

，20番
－
－

② 連続的比例式の右辺

連続的比例式の右辺は，a，b，cの３数

から選出した２数ずつの組合わせからなり，

その場合の数は次の９とおりである⑹。

， ， ， ， ， ， ， ，

しかし，

＝ ＝ ＝1

であるから， だけを残して， と は除

外することができる。この結果，連続的比例

式の右辺に可能な組合せのなかで考察の対象

となるのは，

， ， ， ， ， ，

の７とおりである。

③ 可能な連続的比例式

上の②で考察した７とおりの分子と①で考

察した２つのカテゴリーに分類された分母を

組み合わせ，それぞれの比例式に番号をふっ

てまとめれば，表３を得る。この表では，た

とえば，(I-1)式は

－
－

＝

である。

表３にまとまめられた比例式について，ジ

ニは次のように述べている（10）。

（ⅰ)(I-５)式と(I-２)式，(V-４)式と(V-３)

式，(VI-７)式と(VI-３)式は，それぞれ

同値である。したがって，(I-５)式，

(V-４)式，(VI-７)式は除外できる。

（ⅱ)(II-１)式と(II-５)式からはいずれも

＝ となる。これは３数（a，b，c）が

異なった値をとるという条件を満たさな

い。よって，この２式は除外できる。

（ⅲ) ＝ となる(III-１)式と(III-２)式に

ついても（ii）と同様の理由から削除す

ることができる。

（ⅳ) ＝ となる(IV-１)式と(IV-３)式に

ついても同様である。

（ⅴ)
－
－

＝ (V-１)

より，
－ ＝ － (V-１)′

となる。ここで３数の大小関係が ＞

＞ のとき，(V-１)′式の左辺は正となる

が，右辺は負である。したがって，(V-
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１)′式は ＞ ＞ という条件を満たさな

い。３数の大小関係が逆の場合（ ＜ ＜

）には，(V-１)′式の左辺は負であるが，

右辺は正となり，この場合にも３数の大

小関係にかんする条件（ ＜ ＜ ）を満

たさない。このために，(V-１)式は除外

しなければならない。これと同様のこと

は(VI-１)式についても妥当するので，

(VI-１)式は除外される。

（ⅵ)以上のようにさまざまな比例式から

適切なものを選別すれば，考察の対象と

すべき数式として31本が残される。そ

の内訳は次のとおりである。

①左辺の比の値が正となる比例式は，

表３の組合せ番号12について６本，

７番について５本，８番について５

本の合計16本の比例式である。

②左辺の比の値が負となるのは，全部

で15本ある。

表３において，このような数式は強調文

字で記載されている。

⑵ 連続的比例とその中項

「これらの数式［古典的比例にかんする数式］

は，任意の実数 a，b，cについて意味をも

つにもかかわらず，ピュタゴラス学派の人々

は a，b，cが正の整数の場合だけに研究を

限定していたことは事実である」⑵とジニは

述べている。そして，上述した31本の（表

３において強調文字を使用した）連続的比例式

のそれぞれについて，スミュルナのテオンに

ならって，bをあたえる数式を誘導した。そ

の上で，bが３数の大小関係にかんする所与

の条件である a＞b＞c（または a＜b＜c）を

満たしているという意味で，その bが３数

の「中項（termine centrale）」となっている

かどうかを検討した。その結果，３数のなか

の aと cが同符号（正または負）である場合

には，第２カテゴリーに属す比例式のいずれ

においてであろうとも，bは中項とはなりえ

ないことを明らかにした（22f.）。そのため

であろうか，等差数列や等比数列のように数

の系列が規則性をもって並ぶ数列を形成する

場合に隣り合う３項の数量的関係を考察する

ときや当該数列の一般項を導出するときには，

表３ 連続的比例式の左辺と右辺の可能な組合せ

右辺

左辺

－
－ 12 (I-1) (I-2) (I-3) (I-4) (I-5) (I-6) (I-7)第

１
カ
テ
ゴ
リ
ー

－
－ 7 (II-1) (II-2) (II-3) (II-4) (II-5) (II-6) (II-7)

－
－ 8 (III-1) (III-2) (III-3) (III-4) (III-5) (III-6) (III-7)

－
－ 21 (IV-1) (IV-2) (IV-3) (IV-4) (IV-5) (IV-6) (IV-7)第

２
カ
テ
ゴ
リ
ー

－
－ 19 (V-1) (V-2) (V-3) (V-4) (V-5) (V-6) (V-7)

－
－ 20 (VI-1) (VI-2) (VI-3) (VI-4) (VI-5) (VI-6) (VI-7)

(訳注)１．左辺の右欄の数字は表２の組合せ番号に対応している。
２．式番号に付したローマ数字（i)～(v)は本文の叙述に対応し，それぞれの理由から除外される。この

ために，強調文字で示した数式だけが残される。
(出所)表１に同じ。p.9(Tabella III.Possiblili Combinazioni delle Forme del Primo Membro e del Secondo

 
Membro)にもとづく。
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第２カテゴリーの比例式を考察の対象外とし

ている。

このように，ジニの考察の力点は，第１カ

テゴリーの比例式におかれているので，ここ

でもそれに合わせて，第１カテゴリーにかん

するジニの要約表からその一部の項目を抜粋

して，上に掲載した（表４）。

表４ 連続的比例と平均の名称

番号 比例式 b
比例の名称ならびに aと cの

平均としての bの名称
ニコマコス パッポス

１
－
－

＝ ＝
＋
2

算 術 的 ＊ ＊

２
－
－

＝ ＝ 幾何学的 ＊ ＊

３
－
－

＝

＝
2
＋

＝
2

1
＋
1

＝
1

1
＋
1

2

調 和 的 ＊ ＊

４
－
－

＝ ＝
－ ± ＋5 －2

2
第 ６ ＊ ＊

５
－
－

＝ ＝
＋
＋

反調和的 ＊ ＊

６
－
－

＝ ＝
－ ± ＋5 －2

2
第 ５ ＊ ＊

７
－
－

＝ ＝
± 4 －3

2

８
－
－

＝ ＝
2 －

９
－
－

＝ ＝
2 －

第 ８ ＊

第 ９ ＊
10

－
－

＝ ＝
＋ －

第 ８ ＊

第 ７ ＊
11

－
－

＝ ＝
－

第 10 ＊

12
－
－

＝ ＝
2 －

第 ７ ＊

13
－
－

＝ ＝
－

第 10 ＊
14

－
－

＝ ＝
± 4 －3

2 第 ９ ＊

15
－
－

＝ ＝
＋ －

16
－
－

＝ ＝
2 －

（注記）１．第３番目の中項にかんする（ ）内の数式は引用者による。
２．第２カテゴリーの比例関係にたいして bをあたえる数式については Gini(1958:16f.）参照。
３．bが３数の中項となるときにとりうる aと cの範囲については表５参照。

（出所）表１に同じ（p.14f.）。Tabella II/A。
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表５ 比例式ごとに の値がとる範囲

⑴ ⑵ ⑶ ⑷

＞0， ＞0 ＜0， ＜0 ＞0， ＜0 ＜0， ＞0番
号 比例式

名称
（Nはニ
コマコス，

Pはパッ
ポス）

＞ ＜ ＞ ＜ ＞ ＜ ＞ ＜

0 0 0 0 0 0 0 0

１
－
－

＝
算 術 的
（N，P)

＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜

２
－
－

＝
幾何学的
（N，P)

＞ ＞
＜

＜ ＜
＜

＜
＜ ＜

＞
＞ ＞

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

３
－
－

＝
調 和 的
（N，P)

＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＜

５
－
－

＝
反調和的
（N，P)

＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜ ＞ ＞ ＞ ＜ ＜ ＞

４
－
－

＝
第 ６
（N，P)

＞ ＞
＜

＜ ＜
＜

＜
＜ ＜

＜
＞ ＞

＞ ＞
＜

＞ ＞
＜

＞
＜ ＜

＞
＜ ＜

６
－
－

＝
第 ５
（N，P)

＞ ＞
＜

＜ ＜
＜

＞
＜ ＜

＞
＞ ＞

＞
＞ ＞

＞
＞ ＞

＜ ＜
＜

＜ ＜
＞

７
－
－

＝

＜
＜

， は
虚数 。

＜ ＜
＜

＞
＞

， は
虚数 。

＞
＞ ＞

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

８
－
－

＝ ＜ ＜ ＜ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞

９
－
－

＝ 第８（P) ＞ ＞
＞

＜
＜ ＜

＞

＜
＞ ＞ ＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜

10
－
－

＝ 第９（P) ＞ ＞ ＞ ＜ ＜ ＞ ＞ ＞ ＜ ＜

11
－
－

＝
第７（P)
第10（N)

＞ ＞

＜
＜

＜ ＜

＞
＞ ＞ ＞ ＜ ＜

12
－
－

＝ 第７（N) ＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＞ ＜ ＜ ＞ ＞

14
－
－

＝
第10（P)
第９（N)

＞ ＞
＜

＜
＜

， は
虚数 。

＞
＜ ＜

＞
＞

， は
虚数 。

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

， は
虚数。

13
－
－

＝ ＜
＜ ＜

＜
＞

＞ ＞

＞
＜ ＜ ＞ ＞

15
－
－

＝ ＞ ＜ ＜ ＜ ＞ ＞ ＜ ＜ ＞ ＞

16
－
－

＝
＞

＜
＜ ＜

＞

＜
＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＞ ＜ ＜ ＜ ＜

⑴ ＞
3
4

のとき。⑵ ＜
3
4

のとき。⑶ ＞
3
4

のとき。⑷ ＜
3
4

のとき。⑸ ＞
2
のとき。⑹ ＜

2
の

とき。⑺ ＞
2
のとき。⑻ ＜

2
のとき。⑼

2
＞ のとき。⑽

2
＜ のとき。

2
＞ のとき。

2
＜ の

とき。 ＞
3
4

のとき。 ＜
3
4

のとき。 ＞
3
4

のとき。 ＜
3
4

のとき。
2
＞ のとき。

2
＜

のとき。
２
＞ のとき。

2
＜ のとき。 ＞

2
のとき。 ＜

2
のとき。 ＞

2
のとき。 ＜

2
のとき。

（注記）比例式の番号は表３に同じ。原表どおりに，４番と５番ならびに13番と14番の表記順序を逆にした。
（出所）表１に同じ（p.18f.）。Tabella III/Aにもとづく。
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⑶ 中項の範囲

表３に表章した比例式のなかで，その左辺

の比の値が正になる第１カテゴリーに着目す

る。それらの比例式にかんして３数 a，b，

cを構成する aと cの符号およびその絶対値

の大小関係に応じて，表４に表章した bは a，

cとどのような関係にあるのであろうか。こ

のことを検討し，その結果を要約したのが，

表５（前頁）である。この表では，３数 a，

b，cにおいて b（１つであるとは限らない）

が aと cの文字どおり中項になっている場

合を，ジニにならって太字で強調した 。

表５から aおよび cの①符号と②絶対値

の大小関係にかんする８つの可能性のすべて

について，bに一価的（univoco）な値があ

たえられ，しかもそれが３数 a，b，cの中

項となるのは，相加平均（算術平均）だけで

あることが分かる。このために，相加平均は

広範に応用される可能性を内包し，実際にも

広く応用されて，後に「平均の別名（la
 

media per antonomasia）」ともなったとジニ

は指摘している（26）。

すでに述べたように，古代ギリシアにおい

ては「平均」という用語が使用されることは

なかった。しかし，「平均というものは連続

的比例の中項である（la media e termina
 

centrale di una proporzione continua）」と考

えるようになったことが，「平均概念の発展

における第一段階」であった（13）とジニは

指摘している。この意味からもジニは，ギリ

シア数学における中項の研究が平均にかんす

る考察の「さきがけ」であると見ている。と

ころで，３数の中項は，最も大きい値の項よ

りも大きくなく，最も小さい値の項よりも小

さくなく，両端項の内部に位置する。これは，

基本的には，平均にかんするコーシーの定義

に照応する。ジニは，コーシーを踏襲して，

あらゆる平均が満たすべき条件として「内部

性の要請（il requsito dell’internalita）」（60）

を掲げた。古代ギリシアの中項にかんする所

説の延長線上にジニの「内部性の要請」があ

る。したがって，「内部性の要請」は，古代

ギリシア（ピュタゴラス学派）の数学理論に

端を発し，コーシーを経て，ジニによって定

式化されたと考えることができる。

お わ り に

ジニは，学説史的な検討を経て，平均（計

算・操作）の起源をピュタゴラス学派にある

と見た。平均という用語はピュタゴラス学派

にはなかったが，実質的に平均の計算方法が

定式化されていたからである 。この学説史

的系譜の延長線上にコーシーの平均概念が位

置づけされる。そして，ジニはコーシーの定

義を踏襲して平均概念を定義したと言うこと

ができる。

ジニは，平均を「解析的平均」と「非解析

的平均」に二分している。ジニの「解析的平

均」は多様である。このために，ピュタゴラ15)表３における第２カテゴリー（左辺における比

の値が負になる比例式）にかんしてもジニは表５

と同様の表(Tabella III/B)を掲げている（Gini

(1958:22ff.））。その表にもとづいてジニは， と

の符号が一致する場合(① ＞0， ＞0，② ＜0，

＜0のとき）には，どの比例式においても ＜

＜ または ＞ ＞ にはならず， が中項には

ならないこと，ならびに と の符号が一致し

ない場合（③ ＞0， ＜0，② ＜0， ＞0のと

き）には， ＜ ＜ または ＞ ＞ となる（

が中項になる）比例式があることを指摘するにと

どめている。

16）なお，この点ついてはピュタゴラス（学派）に

はすでに平均概念が存在していたと考えている論

者もいる。たとえば，①Heath,Th.L.,A Man-

ual of Greek Mathematics,Oxford 1931（平田寛

訳『ギリシア数学史 』共立出版，1959年，

p.49以下）；②Boyer,C.B.,A History of Math-

ematics, New York 1968（加賀美鐵雄，浦野由

有訳『数学の歴史 』朝倉書店，1983年，p.

77）。
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ス学派による中項の計算式を拡張し，それを

一覧に供した表４は，ジニの「解析的平均」

の一部にすぎない。本稿では取り上げなかっ

たが，ジニはさまざまな「解析的平均」の数

学的性質を検討している。その考察は今後の

課題である。
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